RAZISKOVALNA NALOGA

[ 2) "1 -)+!4q
- AOAT ACEAAT T OAUEOEI OAT E/
OOEEI Ol EEA O DPOADPI CEAAI
Avtorji: { NI al NI O ¢2F O . 20A
Mentor: mag. Alojz Grahor, prof. mat.
t 2 RNER énatématika
April, 2016

~ 1 2 T girBnazjja Vipava



Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

Zahvala

Zahvaljujemo seb O1 £A O1 O E ddimndziie VigelsE O E

- mentorju mag. Alojzu Grahorju za spodbude in usmerjanje pri izdelavi raziskovalne
nalogegOAO UA DPIi1T¢é POE EOEATEO OEOI O

-AO0O8 ) OATE +OADPH 61 AT megehA UA |1 AEOT OOEE DOACI

-DOT £8 S$ATEEAI E &AAéEé UA DPOACI AA POAOI AA BT



Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

Povzetek

Origami je japonska umetnost zgibanja papirja. Posebna oblika origamijajeA OAT AOEé T E
origami, pri katerem DPOADI CEAAT | Il EOO DPADPEOEA I T AAI
matel AOEéT A 1 AOOT T OOE T AEAEOI 6 6 OAOI ET Eh EE
(ACA EA [ AOAI AOE¢TE 1 OECAI E Pl EI Aldpddr ¢1 OE
¢l OECAI EEAAR AAERNATAOCKIRAOCEET EEET OEOAAET AT &1 A
ravnE 1 1 Hol Take fe GilGaEprimeO O D OA DI CE A AT pgroblem modvaitteOE A OA
kocke inproblem razdelitve kota na tretine, OAE EA O DPOADPIT CEAAT EAI DA
EOAEéTT AT AéAT 8 #EIE OAUEOET OAIT T A 1MTAMOHECIAEEE A
EEDI OAU i AOAi AOEéT EE EUUEOI O h EE EUOEOAE
OOEEI OTEEA8 6 TAITCE EA OAUEOEATEE ET Al EAUA
+1 EOCeT AT ARBAARDKEET E | OECAI EhR T OECAI Eanfe A7 AE]T
papirja.

ABSTRACT

Origami is a Japanese art of folding paper. Mathematical origami is a special type of origami in
which a sheet of paper (a plane model) is folded and then the resulting mathematical attributes
of the objects in the plane (straigh lines, points) are studied. Mathematical Origami was named
Origamics by Kazuo Hagahowever, the term Origamikais suggested in the research project.
Mathematical origami has been proved to be a stronger mathematical tool than unmarked ruler
and a pair of compasses. For example, both the duplication of the cube problem and the angle
trisection were solved by folding paper since cubic equation can also be solved in the same
manner.

The aim of the research project is to set up and prove as many mathematical hypotheses

(mathematical challenges) originating from the folding of equilateral triangle as possible. More
than thirty mathematical challenges have been proved in the research.

Key words: mathematical origami, origanics, equlateral triangle, paper folding
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1. Uvod
1.1.- AOAT AOEéT E 1T OECAIE E [2)' ! -) +!

1.11.+AE EA 1 AOAi AOEéT E 1 OECAI Ee

Origamit je stara japonska in kitajska umetnost, ko s prepogibanjem papirja (brez lepila

ET HEAOEEDPOBEAEE ORA Adddike. @dndatse e HrEpAgibanje papirja

prijelo tudi v matematiki. Tako je matematik T. Sundara Row's leta 19@01zdal knjigo z

naslovom Geometric Escercises in Paper Foldingkateri je vrsta zanimivih geometrijskih

TAlTch EE O OAHIEEOA bl 1T AEEéAETE bHIOE U |
prepogibanjem papirja. Prepogibanje papirja je lahko tudi izziv za postavljanje nwih

i AOAi ACEe¢T EE DOI Al Ai 1068 60A EALAn AA EA AE
bi UAAT EAT 8 : AATEA AAOGAOI AGEA PA OA UAIT EEOC
| OECATEEO 1 AGA pwwt EA +AUOT (ACA DOAEI ACAI
¢i OE CANOE pofe® & izpelipflEU AAOAAA ¢ OECERDAREEEET RER
T UT A6 OEA UT AT T 00 A IghathemakckAl 12ddl j€tEdekhjigo zinaslodr E | A O

¢/ 2)' 1 -)Y#3d - AOEAI AOGEAAT %@bl | OA &ijbdpra®E O OCE
AA EA OAUI EEA [T AA T OECAIE EiI 1T OECAIEAO OOAI
EUAAT T OAT 11T AAT A LEOAI Eh OiLh OAAEA $a bHI 1

samo pregibe in gube (Haga 2008: x 0 OE | AOAI1 A O Bvégankds) pregb& CAT E E (
na papirju obravnavamo kot daljice oziroma modele za premice v dvodimenzionalni
ravnini. Odmislimo pa debelino papirja (pae © O1 OLE ET O 11T AAl UA OAO

Po zgledu Kazuo Haga predlagamo ime ORIGAMIKA. Izhaja iz besede origami in ima

ETTéTEATh EE OA O O11 OATHEeETE OOAE ObPI OAAI E.

primer matematika, fizika, informatka8 3 BT EI T | [2) "1 =) +1 AT i

i AOAT A OE éovahje Sprepbgiltamjem papirja.

Kaj lahko konstruiramo s prepogibanjem papja? Humiaki Huzita je leta 1985 predstavil

HAOO AEOET | 1 kodstrukciie origanfje0 EGVEGT ET E8 ( AOT OE EA |

sedmi aksiom. Ko naredimo s papirjem pregib, dobimo v ravnini papirja model premice,

tako imenovano premico pregiba. SgkCEAAT EAT DA DOAOI EEOEAIT O

jospregbompredi EEATI T O O1 AEPADEWLEDAEDBAOT ET E T Ul A
iTAATTT OTeEA 8 6 1 AAAI EAOAT Makatkd imeriovalA A1 EEA]

pregib. Na slikah bomo pregibe ozria AOAT E O PEEEéAOOEI E AAI EEAAT |

Lorigami zjamljap.oruU1 T L EQOEh U C E fam Eadm/papit] favhskal uldnbst zgibanja papirja
(Tavzes 2002: 824)
231 1T AOGATTh AA EA AEI A O LA AOOCA EUAAEA8 40AOEA EUA
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1.1.2.0 0AOEI A 1 AOAi AOEé1T ACA 1 OECAI EEA

OOAOGEITI 1 AOAI AGEéT A CA akdiodEidainja o) n® ritn&E | |1
Demaine, O'Rourke 2007: 285). Vseh aksiomov origamja EE OA 1 AT AHAEI
sedem.

0 (p: ZadanidveA Ul B E BB v ravnini obstaja pregib, ki poteka skozi
Ol &B.

Slika1: Aksiom origamija = [

dlkdg : A AAT E A @A 60O fawninibkstaj& pregib, & e Simetrala
daljice 6 &

Slika 2: Aksiom origamija = [

0 Uo: Za dani dve premici) in ) v ravnini obstaja pregib, ki je simetrala kota,
AT 1T é6AT ACA OnpOAT EAAI A

Slika 3: Aksiom origamija= k

t

r

E A

/
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0 &td : A A AW pre@itod &rhvnini obstaja pregib, ki je pravokotnica
na premiconOET UE YOI ¢ ET

P

Slika4: Aksiom origamija= [

olg : A AAINnD ted prémic&n) v ravnini obstaja pregib, ki poteka
OET UE 6 BT ¢ BOA Olomaplemicdn.é E T

Slika5: Aksiom origamija= k

0Gpd : A AAInE teptedmié Fin v ravnini obstaja pregib, ki hkrati
DOAOI EBAapemiéofET  O4 na frémicon.

Slika 6: Aksiom origamija = [

o kd, : A A Avter ddbil péefiiti ) in fj v ravnini obstaja pregib, ki je
pravokoten pa premicon E1  O'vpéeslika na premicon.

enakostranil nega

t

r
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Slika 7: Aksiom origamija = [

Kaj lahko konstruiramo s temi aksiomi?

Aksiomi origamija® (pdod iph EE AAZLZEI EOAET DOAOEI A POADPI CE
ETT OOOOEAEEA U 1T AT UT AéeAT ET  OAdyptvih pet dksiolidv HA OOE
enakovrednih konstrukcijam z neozna& AT Ei  OAOT EI T 1 ET HAOOEI T I
konstruramo raAET T AT T A HOAOEIT A ET ET OAT A EOAAOAOITE
IT EOMOTTET T DOAI
EOT LT EAA EE EA ADBCREAEOAAAASGT AEDT AODAD $1 A
origamija EA OEOEOA O HBOORA TAEICETdEAEDRBBOABOAIED
AT A éHull 2013: 83), (povzeto po Demaine, O'Rourke 2007: 28¢, yy 8 £AOOE AE
Ol I TCléA EITT 000 MEantA HvErmraddt De&maiAe, @Rourke 2007:
cyy 8 3AAIE AEOEITI EA ¢C¢EOAAOAOEe¢eAlT K8 , AT C E
AAT T 61T O Oi EOI 6Oh AA O1 O1 OOA 1T PAOAAEEAR EE
indal EEA8 X $AT AET289). / 021 OOEA¢gnmyq

6 501 AT Al EUUEOO ¢ 1T AOAEAIT OAHEOAO DOl Al Al A
I T Al EOEéT T OA OA POl Al Al POAOGAAA T A AT AéAlT O
kotaAT ®@ T1AT © ocAT-OAT AEI T 1 Ai OkhAé ¢cOIADBEIAAOOD

w @ p Th (1)
EEAO Ol Tw TAUEOASE E%IEA € A A P EA T AOAUAADPT A 1T AA
. E EA 11 CiéA DPOAGRODE O A (prériica Qravinilo)Ani cA é A
QO Q™ Q n EOI HBROHEIT 8 /A O A OEI APAiT h AA O
iTCiéeA U TATUT A AMAGEIETIQAOT EGITAE EHIA POEBEADBEE &OA
2003/2004:c o1 8 4O0OEOAEAEEA ET OA EA I11TLTA-—-LY OAOI

| A RGDE/2004 : 265).
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1.1.3. Uvodna izziva

Uvodni izziv 1: Vsak trikotnik je enakokrak.

6 OOI AO AOOI OEAT AT OO1 p1iAA OEAA A0 A OAGHAA I BE EECE ¢
Row1901:ix)3EA T PEO UAT EI EOACA bDPOI Pokdzalidbomoiidje CA OO
vsak trikotnik enakokrak. Vzemimo poljubni trikotnik (glej sliko 8). Daljica’ 0@ AL E T A
simetrali stranice 6 ¢ daljica™06]l A L E T A ooesi AOOAT E EIT OA

Slika8: K dokazu, da je vsakrikotnik enakokrak

a) Recimo, da se nosilki dalji@d "Gn ‘O"One sekata. Potem sta vzporedni.
Simetrala kotad ¢ e torej pravokotna na osnovnicod b EAO EA 11 L
edino v primeru, ko je trikotnik 0 6 @nakokrak.

b) Recimo, da se nosilki dalji® ‘n O @A E A OAOQlejSlikod)EB ) U OT é E
'O1T AOEHEIT T "'O'@ pgrdvdkd&nd ina stranico 6 6 in daljico "0"Q
pravokotno na stranico 6 8 01 OA@dEd 06 (z daljicama).
Trikotnika 0 "O'@ 0 "'O'®a skladna, saj se ujemata v skupni stranicni
dveh kotih. Zato jesO& sO@&Prav tako sta skladna trikotnikad "O"D
6 "0’Baj se ujemata v dveh stranical§0'® sSO'@g0& SO& in enem
kotu (pravi kot). Zato jetudid "® 0 "© Potem velja:

Y@ 0 DO® SO&

3Knjiga T. Sundara RowGeometric Exercises in Paper Foldirig bila izdana leta 1901, uvod je avtor napisal
leta 1893.
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D& O&

4AET OIi T aAeivialttikdtmikiehakokrakk h EAO OAOAAA TE OAO

¢ . A OBARsKdo,l to je situacijo na sliki 8 s prepogibanjem papirja (glej sliko 9).
+AEOHATETT E OOEEI OT EE OUAIAIiTh TEETTE TA 1AL

nasprotnega kota v notranjosti trikotnika. 3 E1 ADPAI T h AA EA AEI A OEEAA

E OT L {(glg 8liko 9). Ker je nosilka daljiced ‘Gimetrala kota® ¢ @sta kotad 6 MO 6 6

skladna, hkrati pa sta to obodna kota v trikotnikwd 6 & ¢ OOAT E EOI LT EAEh O O
OEOT L16e61 AT BT 17T OEAT 8 41 D Ondsimetbal sraniced & KérALE OI
I1ALE T é€00AT A EOI LT EAA OOEEI OT EEA OAATT O U0l

stranice in simetrala njej naspotnega notranjega kota trikotnika vedno sekata v
zunanjosti trikotnika.

TaprimerEAL Ah AA POAPTI CEAATEA PADPEOEA 1 AEEIT 114

hkrati pa nam ponuja nove izzive.

10
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Uvodni izziv 2: Problem razdelitvekota na tri enake dele

2AUAAI EOAO EIT OA T A OOE OEI AAT A ET OA EA AAAI
OA EEE T A AA OAHEOE O Di i 1%0Briga dvdproblenfacstdi A CA
kvadratura krogain poavojitev kocke> Problem tretjinjenja kota (razdelitve kota na tri

enake dele)e A OAHI EEL BN [ TA@AG AICEEAN | 80 OEE AQIAE EEE Epi TOA |
POl Al Al A8 6UATE AiiiTh AA EAB ARPE ET Ohi1 DODE¢EE
primer zT , bi tretjinili tako, da bi na tri enake delenajprej razdelili njemu suplementarni

kot | pyrmTt.Potemje- om -)

Opisali bomo Abejevo trisekcijo, ki jo je objavl leta 1970 (Demaine, O'Rourke 2007:

286). Ostrikotf T AOEHAI T 1T A 6OPDADT EEOCDEEA OAET huAA EA
0, en krak pa vzporeden s spodnjo stranico (glej sliko 10). Spodniji rob prepognemdta

AA T A DOE]vAporedio zOsheEddE) dobimo pregibd © OAAEIT T ol A OEH
Ol eEAA 1 AOT T Cl EHéA DPOACEAA h 1 édvib (débitno ODT AT |
pregib, vzporeden osnovnicid h 1 A -)XO HddlédhjiEpregibnaredimo tako, da levo

I cl epbOADI ¢cT AT OAET h AA OI GBOEAONMED AP GBARBRAATAT ¢

DOAE 1T AOAEAT ACAU paclpiekrifekx diugmEQOREET E ET OA8 41 ¢ E
I Cl BBOAEOEEA DOACEAhK GhUIOA ésEORT A @1 AA Td) a8 #drFAO U
TUT AETI T 1T A bdoamd jeobitd sip@dibArk skozid ‘On 6 Prazdelita

kot | na tri enake kote-.

Slika10: Potek razdelitve ostrega kota na tri skladne dele

4 Da sekota neda razdeliti na tri skladne koteU 1T AT UT Aé AT Ei  OAj®doKakal Wantgel letaH AOOQET |
1836.
5 Problem kvadrature krogaEA ET 1 OOOOEOAOE EOAAOAO U Al Aréblem D1 T A¢ ET

podvojiteve kockepa je konstrtt OAQOE AT 1T LETT 1011 01 ACA OT.AA ET AEA O bi
11
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L L oA N o~ oA

Dokaz 1 (geometrijski dokaz):+ T T é T A O Ez&ddjdni\ dEeilbu jefpiikazana na sliki
pp8 +A0 OAM: EOADIEEIBA O HielttikotnikAAd @nkkdklak. Opazimo, da
je trikotnik ‘O"Odazrcalna slika trikotnika 6 0 ‘@reko nosilke pregiba "Oj torej je tudi
trikotnik ‘O "OGenakokrak. Premica0 (je simetrala kota© 0 “@ pravokotna na stranico

‘0 "Qsaj je trikotnik O "O@nakokrak.

K
s
I
-
R
./‘
s
H 7
-
./. D
C a
< /.’ ¢ U
. s
= 5
./“-
s =
F‘ 7 900‘—‘50" E v
./. 2
PR
L ¥
"in
R
4/.
A G B

Slika11: K dokazu razdelitve kota na tretjine

Enaka kotaOd in "06 © U1 A é E 8Viprav@kotnem trikotniku & ‘Oje potem kotd OV
enak w Tt * 8Ker je kot "O0 pravi kot (to je vogal pravokotnika), je kot O "&nak e 8
Trikotnik ‘'O 0 1@ enakokrak, zato je tudi kot GAE enak 8Tako imamo| o e e

o* ine -8

$TEAU ¢ Al AV &OEEisFO00Ad) BIAANOMHE AT AT Al EOCEeéT E AT |
ET T OAET AOT Al OBOGAI ® nEkferj&d) AAIIGE AT A A
V primerul omAT AET T AT AéAl p 8 g.e.d.

12



Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

ol cl AEiT HAR EAOAOA AEOEI T A Oi1T ODPI OAAEI E DO
+1 0 I OOOE ET O T ACERHAI T OAET h AA EI A OOE O
pa prestavlja spodnji ob pravokotnika.

1. Prvipregib je poo (o.

2. Tudi drugi pregib je po0 (8

3. Tretjipregibjepod iy AOA OAUI EéT E O1I éEE DPOAOI EEAI T

4. Zadnja dvapregibastap® (p DOAI EAA OET UE AOA AATE OI ¢éE

/| BT 1 AAd 3 DOADI CHHd Aroteh ipodijive kbdkel (gEj Eh& primer
Demaine, O'Rourke 2007: 289 ali pa Fuchs 2000).

13



Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

1.2. Cilji naloge

V literaturi je zelo dobro obdelano prepogibanje kvadrata in pravokotnika. Znani so

Hagovi izreki (prvi, drugi in tretji Hagov izrek) v kvadratu in srebrnem pravokotniku (glej

Haga2008 ET AOOCE | AOAI AOE¢éT E R@4 A8l AATEAET QORI
OOEEI OTEE EA TIATEAT T A OO0 ET OAinh TAEEAETI
I AOAOT AGAI T 1T OECAI EET AT AET OOOAT Eé1 ACA OOEEI

Cilj naloge jepreiskovati D OADT CEAAT EA AT AET Oopsalit €EET AOAE OO
I AOAI A GjpoéetirGik dokazati

1.3. Metode dela

Pri izdelavi raziskovalne naloge smo uporabljali

- metodo dela po strokovni literaturi ter
- TAOT AT 1 AOGAT AGEéT ACA OEI APATEA ET AT EAUIT O

Pri postavljanju hipotez smo si pomagali

- O POAPI CEAATEAI 1T EEA AT AET OOOAT EéT ACA OOE
- U COAZLZE¢éT EI DPOI COAITI " AT CAAOAS
$Al EAA EUOAéOT A Oi1T EUOAATE O POICOAITIT $AOE

14
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2. Vsebina

2.1. Pregib enega vogala

21.1. 0 0ACEA AT ACA T CiEHéEA TA TAODPOIOIT OOOA

Slikal2g, 0OAGCEA T CIi EHéA TA T AOPOT O T OOOAT E.
Izziv 1: Trikotnika = 5n | gta podobna (glej sliko 12).

Dokaz:5 DI HOAOAEIT T T UK#EAO D D6 OhetdEvSakp u8d UT A EIT 1
kot ® OO ¢ inkot OO0 -8

Med njima veljazveza pc¢m *8) UOAé Ol AEI T OAI EET OO0 ET OA
MEOO6 pYPm em .

Ker je kot'0d "O @ T, je potem™Q¢ @O0 « 8Trikotnika © ‘O"@® ‘06 Ose ujemata v
notranjih kotih, zato sta podobna.

15
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T

) UUEO ¢d . AE i AT TLETA OOOAT EAA Al ARHDOOAT E.
0incEUOAUEIT U AsklsL E@léjsi@@DPAT EAA
0 0OOE 1 A ér&zinerij vipaddbiiH trikotnikih).

Ker sta trikotnika © O 06 o1 AT AT Ah OA OEAI AGA O OAUI AOE
: ADEHEI T OAUI AOEE(

p UL p O
W 0
W 0
0 p ®
) U DOOA Al AeA A—FEOAOUBDIGIOAOCETI T © AOGCT AT Aé Al ¢
izrazimoO ET 1 AT HA
Vi — 00 —— @)

. AEAE OAé AAT A EA DI O0AAIOA €3Q Updrabibdkosnésdii AT 1 L
izrek za stranicodx,

o W p wg w p wg
pooc W p W W p
ow w p
W p W ¢

Mo @ o p
W pCc W

16
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$00CE 1T A¢ET O EI OET1 80061 Ei EUOAET I
Trikotnika "0O0 6in '0"OGta skladna, zato je&d p U in @ p 068V trikotniku 6 OO
uporabimo kosinusni izrek:

p U ® U coWign

p U w U0 v
W p
0 ——
W ¢Q
o ATATT HA 60O@OEET O1 EEO
p O P ® 6 ¢p woATgm
p o p w O P WO
wWe
w p
$T 1T LET tedBDOOAEET AT T AT AET ET O O POOAI 1T AéET O
izreka).
Izziv 3: Pri drugemT A@©OIl | EUOAUEIT E AT 1 Lesknk Aa bOupadabii EA U
DT AT ATT 008 $T EALEIT OAAAE EU OAUSI@AIOF © AOOC
podobna.Pokazati moramo, da se ujematavrazdOE O AT AET | AL taGeE OOOAT E
Q@ 99 OV
Q@ HQ PG
) UOAéOT AEI T BT OAT AUT A OAUI AOEA(
Q@ » w p
PR 6 ¢ w
PO U wop
PQ p w ¢
OO p L w p
PG p ¢ W
Razmerjaen& i 1 ALT EE OOOAT EA O b6ABREAPodobiaOAE OOA O
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Ed

AT AET OOOAT Eél

neOOEET C

- AAOEI T OAUOI OAOA AT1TLET OOOATEA O OAAAI
SO 1 1
SO€] W &)

W p
SO 0 W _C
OO <O& . W W p
w p U o
O & p @ p w
SONC) 0eC
6 @ p
OB O _ W W p
w p o W 0
$OQ ] o ® o p
@ WP C W
Tabelald, $T 1 LETA TAOAEI O TA OOOAT EAAE
IVOAé O1 AEI T OOAATT OOE AT1LET OOOAT EA
ATTLET AOAPBEIT T
W 0 0 &)
p P p p
c C c c
P L v XVic p
o P Q pu o1
P X pY p #10 w
T ¢m cy DT T
P o v XViX
v p Tt ¢pu om
p pp ou o plwo
Q TgQ 9 T 0C
p po Ty TP Cw
X Lo wp X C W
P Y $h p Wp w
] QT imn pCm
P P X ym X 6C_p w
w WT pvao puvaom
[ X2 0o @ pIC X O
pT ppT pwT CMWT

Tabelaz, $1 1 L ET A vii abOdetinosth o

-fE N pRE FEN O (glej sliko 12)
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

Izziv 4 (ODPRTIPROBLEM} AET DOADPT CT EOE AT AET OGOA]I E6TE €

0T OOAAT A Lalkxd Bi Bi(Anéhgali s kvadratom, ki ima enako dolgo stranico. Za
EOAAOAO EA UT AT T h EAET O -B&jksrian Waiate doiga AT AE |
1 (glej  Hull2013: 35). Na enotskem kvadratu prepognemac-, potem pa prenesemo

AT 1 LET IOOEA ARINIAEI OOOAT EéT E OOEET Ol EES

s sr ama ~ e

) UUEO v 'TE OAOBABHIEIAEDABDIOAOHLERE Ae OIOA T BA AT A
OPITHTE ¢é1AT O T-AGEOGTTO606E TA OiTiEA
V tabeli 2 opazimo, da se v stolpcdiT AEAOAOE HOAOAE OAUI EEOEAEI]
_ﬁ_’_’_’_’_’_’_ﬁ_ 8 (3)
5111 EA O UADPT OAAEO o 1 AEET OAUHEOEI T OAET h
zaporedije z razliko 2:
_F]_’_’_’_’_’_’_F‘_8

oziroma: -°© 2, 2o —f -o CLQ 0o 2 _oPK _oP%

_o & p

£f p 8 To je sevedahipoteza, ki jo je potrebno dokazati.

Ugibamo:

Dokaz: V drugem stolpcutabele 2jel AOAAAT Ao &1 £ Véavimo namesto

® —in dobimo:

Ty P

) UUEO odq +1 1 A Ol postEanig= ||(Mgjtinfelv Bréglaimi za OT é E T
AET AT EéTT CAT T AOOEEToim08OACOAORI ET EER &GP AAHATEE,
vrednosti spremenljivke e EA  ATol A E A Akjfokndli (2)).

ProblembonoOAHET E U ObPI OAAT DPOOACA 1T AOI AAS8
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

. W op
Ve ——
W C

QL w Tw p

Qw W C
lzpogoja— TAT AEI T &1 Ad Aol mU OAHAE OWoAnicA Mo8 2 AHEOQOAO
iTOA AEOE 1 AT EHA T A phpreh O ¢ Eldo. BksihdhdE | OF £0T E
OOAATT 0O PA EA BDAOIClc ROAEOAO OAEEA
. AOAAE OEI AOOEEA pPOI Al Al A oddsfréemrpgiPEART T h AA Al
Vo p8Preverimo:

o we

6w —
w p

Qo6 W W ¢

Qo ® p
lzpogoja— TWAT AEI T &1 A A nU OAHBR® GAn Mo p.
2AHEOAO 11 OA AE Odksinuin turkdeodpii A h  Wd Od. Ek&rdmné
vrednost pa je seveda enaka kot prejd ¢¢ Vo.

M

Izziv 7: 1z slike 12 sklepamo, da sta vrednostio in cOET AOO
£O01 EAEEOEEE DPOAAPEOEE Gl AE A&l O¢

éTE8 +AET OA Oi
&

z

b%E G e +A

. AOEHEI T COA AU Vish RobrdinadiisigtedEdlej sliko 13).

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 /-1 0 \ B 3 4 5 6 7 8 9 w00 1 12

Slika13: Grafa funkcijuin v(glej predpisa (2))
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

Iz grafov na sliki 13je razvidno, da sta grafa funkcip in0OET AOOE¢éT A Ccl AAA 1A
EAO PI T ATER AA DPOAEAA AT A EOT EBEEA O AOC
60 ® inpremkomzalvdesnd @w©%6 @ p 8 O0OAOAOEIT HA O EO/
O A é O hd njunih predpisih:

® -h

, P Wp :
op - VW
W ¢
o
Vp W p‘péd)
P ® ¢

Izziv 8: (Hipoteza ) 0 OADT CT E
I Gl EAé A + [fo DAOBIAG TEEAAE]
zavihanega trikotnikay 4 ALE T A

Slikalad 31 AA OAL BH &A 10 GEAF padniikatshatranici= |)

Dokaz: 1zberimo koordinatni sistem tako, da bo abscisna os nosilka osnovnice 6in da
AT ETT1T OAET AOTT EUET AEHé A oloéklejAlikd 15)1 KrivuoAriab Tl 1 T OF
EAOAOE 1 AL HtrikGmnikd 0 O | ©HEHSiIAHo daljici © § bomo poiskali v
DAOAI AOOE¢TE 1T Al EEE8 : A PAOAI RABOAQOA Olulsl BEEEI 1/

parametrom0AT I T EUOAUEI E Bfi TIOREEIADAEO ORILIEHEAAE EOAI
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

AT Aé AT EOEOOI EAB 1A BAOROBCI AL BEDEAAAA COA
AT A¢ AA Al EPOAh AT i1 EEDI OAUT bi OOAEI Eh OEAAO

-1

Slika15d,

)y AAREA AT EAUAG : ADPEOAI E @D0Ilni 'O"QAtér péiskdhi njind OET E
DOAOAéEARéA8 : A O DA MOHNCOABOEAI T ET T OAET AOGA
6 EUAOAT AT ETT OAET AOT Al o0 dOAMake: OT ET T OAET AO
0 phthé phthé mio in'O ot &remicar) pregiba’O "@& simetrala daljiced ‘@Njuno

P O A O A &itnéikoddinati 'Y -F- 8Smerni koeficient nosilke daljice ‘Ge enak 'Q

n premicer) pa Q = Ker gre premicayOET UE OT éET 2h EA T EATA

. Voo, Voo Vo
ndow —o — —
o ¢ G
%l AéAA 11 OEdgeloA NEA INEGhE A BT A é Apainl Oloty E Ho.
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

+1 DPTEHéAIT DOAOAEEHEéE RhOAEAMEHUI AEA T0OWAGEH 1 ARD A0

oﬁhﬁbpoc‘)
CcO 0 CO O

o) orylﬁc‘)pbc

02 ‘
CO © CO ©

41 ¢eGIAALE T A OAUDDDatOEHE O AAlI EEAA

o0 Mo o O o
O - P h ‘p
10 O 10 ©

4T éEA ( TALE 1T A OXkdiRd 1 1T OEHéEO AAI EEAA

o0 p Mod p o O
10 0 10 O

+A0O O1 EIT T OAGEd i OBT Ol KE EUOALAT A O DAOAI AOOT |
nosilke daljiceO "Q

Mowod V0 w w WMocd vO 00 w

6 w ¢Pp X 6 W ¢Pp X
ET AT AéAl TOQEI EA AAI EEAA
& Mowod v w w Mocd Lo 00 W

0 w ¢P ¢X 0O W ¢Pp GX
0 OAOA é EH ¢ dosilbdalpiciOEGn 'O A O A O A KVrikobikd:- EORA HE T 1
sistem in dobimo:

_,chc‘) o Mouvd
00 W 00
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

4AET Oi1T DI EOEAIE DPAOAI AOOEeT | AT Aé¢ Al EOEOO
O drsi po stranici osnovnega trikotnikad 6 0

) _
W —- w

(4)

Graf te krivulje je prikazan naslikip ¢ 8 / DPAUEI T h AA EA EGEAGI EAn
OAOOAOT E AAl EOEOOI EA T ET AA OEI OAE UACI
OAé Ol OEE Al EAUS

)y AREA AT EAUAd . A EOEOOI EE T AT 11T EUAOAITE C
OEIl UE EUAOAT A Oi éEA8 . AOCEBTI OARGEAI OI EDEPOREGRAI
dobljeni elipsi.

Slkaleq, +OEOOI EA Ol AhE r@AILEMe & OAE DICA) EEMA DI OO0O0AT

Elipsa je ena izmed krivulj drugegaredad ® 0 ww0w Ow Ow O

kjer je vsaj eden izmed koeficientowohd in 6 OA Ul E étAldkand dlipsa ima polosi
vzporedni s koordinatnima osema, zato jed T Poleg tega je ordinatna os njena
simetrijska 0s, zato 6O Tt Koeficientad in 0 sta pri elipsi oba enakega predznaka. Brez
EUCOAA ODPI T AbT @8O ARTGATAHIAET T AT Aé AT g

®w 0w Ow O 1
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

%l Aé AA EI A OOE 1T AUT AT A EIT AEEAEAT OAh UAOIT Al
6 UAT EiI T OOE OAdI EAOA¢HEDALTAOBAEODI EE T E1
elipse:

o m O é Bl Al A6AAQ 6O 00O T

o - O é EARL | AT Ac AAdPoocwoO ppmQupgpT

o p OF 6 &K, Al A¢AAdS @GO o @ p

2AHEOAO TARGOAIAA AA4

I A ETAAO OI AAE AT AeAA Al EDPOA(
. . .
w —Ww —wu — T (5)

Krivulja (4) in dobljena elipsa (5) sta narisani na sliki 17. 1z€E EA OEAEI T h AA Al
EEDPT OAUA 1T OOLAT A8 01 OOAEIT O HA U OA¢OlTI I 8

056
054
052

05
0.48
0.46
0.44
042

0.4
038
038
034
032

03
028

Slikal7q, + OEOOI EA OALEHéEA OAAéA ET COAE Al E
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

6 AT AGAE o plo@ DAIERI T A EOEODI-ERL SreveribdaliD] OA |
T ALE o0GTAc BB EPOE 1 8 +1 QOOADEASAET AOBRBEOAOAL «
—_— T[,

EAO PIi Al bhi AAAAQIEEEA Al EPOE8 (EDBPI OAUAop OAEI
OALEAé¢ OOREEOI BE A E BAddhlici@B, éigdl elipse.

Slka18d, 31 AA OOAAE{i¢ & OOAERT GOE E O fphelnika pé btrarib= JO1 é E A

2 s AN _SNQFr A

|zziv 9: (Hipoteza 2 0 OADT ¢T ET CATTAGETEFORAT E é =AM EQ OhE EA AOTIEA
I Cl ER¢A 4|0 OIAJTEAE E OC ﬁqf@oﬁléiEAG"ET GEENT T |
I eOOAl A EOTLTEAA UAGEHRAIEACAA ODGEI BAEEA OEI A
= "Hi Hi i i

~ s

OEOOAI OAEI

| ot P PIMA AT EA |

Dokaz Kot v dokazu hipoteze 1 AAOET T EI
O OAUDPIT I T OFEFEe OOOOBAT BAAIT
6 miio in 'O ot (glej sliko 19).

> O
>
m

— >

> O

= M
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

BOEET BAEKEOD

%l AET ET O O AT EAUO EEDPI OAwaL,p EUDPAI EAI T EITO
O o Moo g O
o2 H p
CO O CO0 ©
O o Moo O o
0 — h P
CO O CO o
41 éEikH sta:
tole) Mo o g O
02° P 4 P
TO O TO O

Smerni koeficient premice nosilke daljicéD 'Ge enak™Q M—, od koder izpeljemo
AT A¢ Al OEI AOD@ATI A OOOAT EAA

Mowd @ o ollod p 6 p
o0 ¢O0 o 0O 0 0 O
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

Smerni koeficient nosilke daljicé0™ge enak®@ X K AT A6 AA OEI AOOAI A
O "Qa:

Mowd @ o alcd p O p

o0 ¢CO O O 00 O

00AOCAéEHéA OAE AOAEE¢OPARAOCEOI EAREBAAAEHEA

o/lcd p O p . .
s ‘ 0
O 00 O P P

47 DA EA AAI EEAAh BH Hiphtezk 2 jé thko pEjénA OOAT E OOOAIT

Slika20og, 31 AA OEHRET OFA pddie EQAr Q@HTHERAGtTamicE=A|)
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

Izziv 10: (Hipoteza3 0 OA DT CT E FATTAGT 08T E é EA Gako, MOEET O1 EI
1 ALE T ¢l ER£|h OADT @O EAIl EA B O Er5ri9@ebriekijskb idstd ¢ ET1 T U
E

éEI
OEHET OEA O1 éEA PAPBREEATI AGAAOEGPPEOT EEAE Ol EEI

Dokaz: Koordinatni sistem izberemo enako kot v dokazu hipotezd. %1 Aé AA cep OAIl E

nosilke daliceOgje & “& Vog 4A DOAI EAA EA 11 @E8 EA OF
OT EAEEIT HA Al AéAl DOAI E DOAIBmeni kodhidieht AosiReE HE T A
dalice0Oje@ K OAET AA EA Al AéAA Obkihdidke A OE A

OE | UE "QehakaE i

Mowd @ o TMoppP poO CX clod p dlo
o0 ¢O o© o0 00 ¢cO O o o

00AOAéEHéA T AAE AT Al EAT Edskdoidicelain&a OEHET EA OE

0 — w 4 (6)
4AET Oi 1T AT AEI E DBPAOAI AOOE é&trikotnildal GNGMA 1 E TOON ACEE AD E
drsi po stranici 0 @Prikazana jena sliki 22.
Enako kotvdokazuE DT OAUA p EHéAIT EOEOOI ET AOOCACA C

®w 0w Ow O .

) UOAEOT Al T ET T OAED ArfbA -FOOpRE UADEBADDE AT A6 AA
sistem.
o m Of é Bk AT A6 AAQg IGO0 0O m
o - Of é EAL, AT A AAY T voO pclépgpTm
o p O 6 EH | AT A6 AAd) clidO 10 p T
2AAEOADO O&EOOAI ADEA—L 0 —

I'A EIi AAO O1I AAE AT AéAA Al EDPOA4

pflod oViow pnwW ¢ Glo T (7)
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

/| AA EOEOOI EE OOA 1T AOEOATE T A OIEEE c¢ph OAT 2
UAOGOT EAT A8 5 O0OAI Al EEI T 00i8 RMA éE AOA AOTORIASA E6 BART K
+1 1T OAET AOE OOOAOEIT O AT A1 EATT AT AéAT Al EPOA

Vio

—_— U

PG

Kar pomeni, da hipoteze 3 nismo potrdili.

0.5

Slika2lq +OEOOI EA OEHET OEA O1T éEA O DPOEI AOEAOGE U

<

Slika 224, i AOGOA OEHET OEEE
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

Slika23: Sled trikotniku ;3 € OOAT A EOI L1 Epkehnika pb btrarik= [JO1 é E A

lzziv 11: (Hipoteza 4)0 OA DT CT E 1 AATTAGEIT EOFOEOMA T E é =4 @M EG OE EAAO 11 BAL
I Gl EHéA &[0 CAXDIANTEAE E OOKREIBOATEIEA O Al AAGEEN T1 A0 OT

w Az 7z

6e OO0AT A EOT LT EAA [HABEEAT ACKEOADRAI OEEELI AE ©

Dokaz:3 DI i T éEIT DOIT&C&OAT AEYADEBAI E EIT T OAET AOE
000é O0OAT A Rexitatjd na Hil& 34.

4 2 3 2 2 2 2 2 2 2
(t + 6t +9)-(2-/3-5I6N(z + 9t + 15t - 3)-((x + 3)-5IGN(T - 6:T - 3) + (T - 2.t - 3)-5IN(T + 6-% = 3)) + J(t + 3)-5IGN(T + 3)-((% + 3)-5IGN(T - B-% = 3) - (5-T + 3)-5IGN(t =+ 6-t - 33}

4 2 2 3 2 2 3/2 2 2
2:(t + 3)(f3-(t + Bt + 9)SIGN((E - 6ot — 3)-(t + 8-t + 15.t - 9)) - (£ +3)  -SIGN(t + 3)-((t - 3)-5IGN(t - 6-t - 3) + (t + 3)-5IGN(t + 6-t — 3)))

4 2 3 2 2 2 2 2 2 352 2 2 2 2
(% o+ 30-(3(f + 6t + 2-SIGN(E + 9t + 158 - 9-((t - 2ot = ISIGN((E + 6t - 30e(t - 6t-3) -t - 28 +3) 208 +3)  -SIGN(t » 3)-((5t - 9)-SIGN((t +6t—3)e(t - 6t-3)) -t +9)

Slika24d, %1 Aé AA EOEOOI EA OEHET OEA O1 éEA AT Al EAT A

Priparametrihd ©h plpmo tdpmn@ai I EUDAI EAIl Ehiparbdlég AT  OOI
EE OA COAEE¢éTT DIDOAAGGBAIGHAEND GeXFAT A EOI
zaslonske grafike) (glej sliko 25). Samo na osnovi slike ne moremo trditi, ali hipotezo

I AEET UAOOTAI T8 %l Aé¢ AA & AporaEEd DWW OAITEAA GG éEEQE
sledi
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

¢
EE PA TA TALE TA AT Al EATE AT Aé Ackn &E pARIOMAE ATAh
hiperbole):

$TPOHEAIT TTLTTOO 10i ACEeTEE 1 ADPAEh OAT AAO
hipotezo 4.

Slika25q, 0 OEi AOEAOA EOEOOI EA OEHET OEA Oi ¢EA ET EI
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

212.00ACEA AT ACA T CIlEHéA O UOT AT ETI OO OOEEI

Slika26q, 0 OACEA 1 Cl EHéA DOAET 1T AODPOI OT A OOOA

) UUEO pcgd %l Oi cAi AT AET OOOATEé1T AGCA OOEET OT E
nasprotne stranice (glej sliko 26). Ali so si kateri izmed dobljenih trikotnikov podobni?

Seveda so. Trikotnikad "O'@ O "O'&ta podobna,saj se ujemata v dvelkotih: 'Q¢ "®"06

Q¢ '©"O'KXota prid in pri ‘O pa merita@ 1. Prav tako sta pdobnatrikotnika 'O "O'® 6 ‘0’0

saj se pras tako ujemata v dveh kotih:'Q¢ "®'00 Q¢ & "O'Ckota pri‘Oin pri 6 pa merita

@ 1. Povzemimo:d "XGD " Win 00X O® : AOAAE OOAT UEOEOIT T OOE O.
sledio '@ 00

Torej sosi trikotniki 6 "OFD"O"@® 6 "O'@odobni. (Trikotnika ‘O 6 1@ ‘OO Ba sta seveda
skladna.)
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Mat emati Il no raziskovanje enakostranilnega tr

213.00ACEA AT ACA T Cl EHéA O 11T OOAT ET 606 OOE

Slika27q, 0 OACEA T CI EHéA O 11 OOATET OO AT AET OOOAT |

) UUEO pod wi OT cAI AT AEi OOOATEé1T AGA OOEET O1
notranjosti trikotnika (glej sliko 27). Ali so si kateri izmed dobljenih trikotnikov, ki jih
tvorijo stranice ali njihove nosilke, podobni?

Trikotnika 6 O ‘O "O®ta skladna. V trikotnikin® "ORD O 6 ‘O 'f@ en kot enakg T

Trikotnika 6 'O® O0OGiI AOA OEODBIT E "Gtfikétnika QDI 6C0 @aipe O

I Cl ECHZAezed OO0 Qer OO O'@I AAE UAOAAE OOAT UEOEO
Pl AT A ATOKD ‘O Qorej sositrikotniki 6 'O O™ 6 ‘O @pdobni.
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Mat emati I no raziskovanje enakostranilnega tr

22.0 0ACEA O1 OAAT EEE OOOATEA T A DPOAI EAT O

Sika28d 0OACEA Of OAAI EEE i ClEAé DOACEAA DI OAEAC

Izziv 14: Sosednji stranici prepognemo tako, da se dotikata (glej sliko 28). Ugotovimo,
kateri trikotniki so si podobni.

Trikotnika O 6 "@ "O0 "Gta skladna. Pav tako sta skladna trikotnika 6 O6in 6 O®
Trikotnika 0 6 @O0 "Qasi podobna, saj imata po en kot enag 1, kotad "Odn O "OPa

OOA Oi OOHI A8 : A O A AipoddbhaudiltrigotnikeEd "OA OO0 CT O OO0A

) UUE® pud /8024) 02/ ", % shl UDBUEI DOOAKEA L A
| T ra
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